
증명문제 연습에 대한 해설 

1. 다음 명제를 증명하시오. 

a) √3은 무리수다. 

(귀류법) 

√3이 유리수라고 가정해 보자. 그렇다면 √3 =
𝑝

𝑞
 (단, 𝑝, 𝑞는 서로소, 𝑞 ≠ 0, 𝑝, 𝑞 ∈ ℤ)이다. √3 =

𝑝

𝑞
에서  

3 =
𝑝2

𝑞2이므로 3𝑞2 = 𝑝2이다. 이때, 𝑞 ≠ 0이므로 𝑝 ≠ 0이고 3𝑞2 = 𝑝2에서 𝑝가 3의 배수임을 알 수 있다. 

즉, 정수 𝑘에 대해 𝑝 = 3𝑘 (𝑘 ≠ 0)라 쓸 수 있다. 이를 3𝑞2 = 𝑝2에 대입하면, 3𝑞2 = (3𝑘)2 = 9𝑘2,  

𝑞2 = 3𝑘2을 얻을 수 있다. 이때, 𝑞 ≠ 0이므로 𝑞2 = 3𝑘2에서 𝑞가 3의 배수임을 알 수 있다. 그렇다면, 

𝑝와 𝑞는 3을 공약수로 가지므로 서로소가 아니다. 따라서, 모순이 생기므로 가정이 틀렸다.  

즉, √3은 무리수다. 

 

b) 자연수 𝑛에 대하여 1 + 4 + ⋯ + 𝑛2 =
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
이다. 

(수학적 귀납법) 

𝑛 = 1일 때 1 =
1(1+1)(2+1)

6
=

6

6
= 1이므로 성립한다. 

자연수 𝑘에 대해 𝑛 = 𝑘일 때 성립한다고 가정하자. 그렇다면 1 + 2 + ⋯ + 𝑘2 =
𝑘(𝑘+1)(2𝑘+1)

6
이다.  

이때 양변에 (𝑘 + 1)2을 더하면  

1 + 2 + ⋯ + 𝑘2 + (𝑘 + 1)2 =
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

6
+ (𝑘 + 1)2 = (𝑘 + 1) {

𝑘(2𝑘 + 1)

6
+ 𝑘 + 1} 

= (𝑘 + 1) {
𝑘(2𝑘 + 1)

6
+

6𝑘 + 6

6
} = (𝑘 + 1) {

2𝑘2 + 7𝑘 + 6

6
} =

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(2𝑘 + 3)

6
 

이므로 𝑛 = 𝑘 + 1에서도 성립한다. 

따라서, 자연수 𝑛에 대하여 1 + 2 + ⋯ + 𝑛2 =
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
이다. 

 

2. 실수 𝑎, 𝑏와 자연수 𝑛에 대해 𝑎2 − 𝑏2 = (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)이다. √2
3

, √3
3

> 1임을 이용하여 다음 명제를 

증명하시오. 단, ‘𝑏 > 0일 때, 
𝑎

𝑏
> 1이면 𝑎 > 𝑏이다.’를 이용하시오. 

‘√9
3

− √4
3

> √3
3

− √2
3

 이다.’ 

pf)  

√9
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√3
3

− √2
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2
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3

)

( √3
3

− √2
3

)
= ( √3

3
+ √2

3
) = √2

3
+ √3

3
> 1 + 1 > 1 

이므로 √9
3

− √4
3

> √3
3

− √2
3

 이다. 

 

 



3. 실수 𝑎, 𝑏와 자연수 𝑛에 대해 (𝑎 + 𝑏)3 = (𝑎 + 𝑏)(𝑎2 − 𝑎𝑏 + 𝑏2)이고, √𝑎
𝑛

√𝑏
𝑛

= √𝑎𝑏
𝑛

, √2
3

, √3
3

> 1이며, 

√9
3

+ √4
3

− √6
3

> 0이다. 이것을 이용하여 다음 명제를 증명하시오. 

‘( √2
3

+ √3
3

)
3

> √9
3

+ √4
3

− √6
3

 이다.’ 

(힌트) 
( √2

3
+ √3

3
)

3

( √9
3

+ √4
3

− √6
3 )

> 1임을 보이시오. 

pf) 
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− √2
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√3
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)
= √2

3
+ √3

3
> 1 + 1 > 1이므로  

√9
3

+ √4
3

− √6
3

> 0에서 
( √2

3
+ √3

3
)

3

(( √3
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2
+( √2
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− √2
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)
> 1, 즉 (√2
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3
> √9

3
+ √4
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− √6

3
이다. 

 

4. 다음 명제의 참, 거짓을 판별하고, 참일 경우 증명하고, 거짓일 경우 반례를 드시오. 

1이 아닌 자연수 𝑛에 대해 √𝑛는 무리수다. 

반례) 

자연수 4에 대해 √4 = 2는 무리수가 아니다. 

 

5. 소수는 1과 자기 자신만으로 나누어 떨어지는 1보다 큰 양의 정수를 말한다. 짝수는 2로 나누었을 

때 나누어 떨어지는 정수를 말한다. 이를 이용해 명제 ‘짝수인 소수는 2가 유일하다’를 증명하시오. 

(힌트) 2가 아닌 짝수인 소수 𝑎 ≠ 2가 더 존재한다고 가정하고, 논의를 전개함에 따라 𝑎 = 2가 됨을 보

이시오. 

pf)  

2는 짝수인 소수이다. 

2가 아닌 짝수인 소수 𝑎 ≠ 2가 더 존재한다고 가정하자. 

그렇다면 𝑎는 2가 아닌 짝수이므로 2로 나누었을 때 나누어지고, 1, 자기자신 외에 2로도 나눠지게 된

다.  

따라서 𝑎 = 2이므로 짝수인 소수는 2가 유일하다. 

 

6. 𝑎가 0보다 큰 실수라 하자. 수학적 귀납법을 이용해 모든 자연수 𝑛에 대해 𝑎𝑛 > 0임을 증명하시오. 

pf) 

𝑛 = 1일 때, 𝑎1 = 𝑎 > 0이므로 성립한다. 

𝑛 = 𝑘일 때 𝑎𝑘 > 0이라 가정하자. 그렇다면 𝑎𝑘 × 𝑎 = 𝑎𝑘+1 > 0이므로 𝑛 = 𝑘 + 1에서도 성립한다. 

수학적 귀납법에 의해 모든 자연수 𝑛에 대해 𝑎𝑛 > 0이다. 


